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1 Klassifizierung der Kreisdiffeomorphismen

Im Vortrag 9 haben wir die Poincaré Klassifizierung von Homéomorphismen des Kreis S! :=
R/Z bis auf Konjugation vorgestellt. Es sei C°(S*, S') die Menge der orientierungstreuen
Diffeomorphismen von Klasse C* ¢ : S' — S*. Fiir jede w € S! betrachten wir die Rotation
R, € C°(S', S') mit Rotationswinkel w und betrachten wir das folgende Problem: Es sei
¢ € C°(S, S gegeben. Wann gibt es eine Rotation R,, und einen H € C°(S!, S1), fiir die

poH=HoR,?

Wir haben dazu die Rotationszahl p : C°(S*, S') — S! eingefiihrt, die invariant unter
Konjugation ist und fiir Rotationen die erwartete Formel

p(Ry) = w

besitzt. Also sehen wir, dass wenn H und R, fiir ¢ existieren, dann muss w = p(¢) sein.
Allerdings haben wir im Vortrag 9 gezeigt, dass wenn p(¢) rational oder ¢ nicht C? ist,
muss die Konjugation H nicht existieren. Diese Gegenbeispiele sind scharf, da der Poincaré
Satz gilt:

e CSM S, 9eC? p(¢)¢Q =  FHeC'(S",S"), ¢oH=HoR,y,.

Wir beobachten im Satz von Poincaré einen Verlust der Regularitét: die Abbildung ¢ ist der
Klasse C? aber H nur der Klasse C°. Dieses ist ein wesentliches Phenomen, da es auch hier
Gegenbeispiele gibt, wobei H nicht regulirer als C° ist. Trotzdem kénnten wir erwarten,
dass wenn ¢ € C* fiir K > 2 ist, hat die Konjugation H die Regularitit C*~2. Diese
Erwartung geht in die gute Richtung aber ist nicht ganz richtig. Wir haben gesehen, dass
eine C°-Konjugation zu finden ist, nur wenn die Rotationszahl irrational ist. Entsprechend
werden wir eine reguldrere Konjugation finden nur wenn die Rotationszahl sehr irrational
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ist, d.h. wenn die Rotationszahl schlecht approximierbar durch rationalen Zahlen ist. Wenn
k > 1 fithren wir dazu die Notation C*(S!, S!) fiir die Elemente ¢ € C°(S?, S1), sodass ¢
der Klasse C* ist und ¢'(z) > 0 fiir alle z € S* gilt. Nach der Definition ist ¢ € C*(S*, S1)
dquivalent zu ¢! € Ck(ST, S1).

Satz 1.1 (Herman, 1980). Es gibt eine Menge 2 C S* vom vollen Maf und leeren Inneren,
sodass fiir alle k > 2 gilt

$peCHS',8Y), plo)eQ =  TFHeCH2(S.SY), ¢oH=HoR,y.

Wir werden heute den Satz von Arnold (1961) beweisen, der als erstes Resultat der
Regularitétstheorie fiir die Konjugation betrachtet werden kann. Dieser Satz ist schwécher
als der Satz von Herman sein, indem wir Abbildungen ¢ betrachten, die reell analytisch
und nah an der Identitédt sind. Der Beweis basiert auf die Ideen hinter dem KAM-Theorem.
Um eine genaue Aussage zu formulieren, brauchen wir ein bisschen Notation einzufiihren.

2 Notation
Fiir jede ¢ € C°(S!, S1) existiert es eine stetige Funktion 1 : S — R mit

¢p=R,+n,  p:=p(). (2.1)

Die Funktion 7 ist eindeutig bestimmt bis auf eine additive Kostante. Umgekehrt sei 7 :
S' — R der Klasse C* mit k > 1 gegeben. Dann ist ¢ := R, +n ein Element in C*(S?, S')
genau dann, wenn 7/(z) > —1 fiir alle z € S'. Bis auf der Addition einer Konstante zu n
nehmen wir an, dass p(R, +7) = p. Wenn die Supremum-Norm von 7 klein als 1 ist, gibt
diese letzte Bedingung folgendes Resultat.

Hilfsatz 2.1. Es sein: ST — R mit [n(z)| <1 fir alle € R. Wenn p(R,+n) = p, dann
existiert xg € ST mit n(xo) = 0.

Beweis. Es sei ¢ : ST — S die Abbildung ¢ = R, + n und es sei ® : R — R ein Lift von
¢. Dann
n—1 ; ;
P (1) — BT () — P
p(®) = lim ) = = lim (z) (z)

n—00 n n—o0 4 n
J=0

DI (2) + p (D) — DI (z
3 (z) + p+n(P(z)) (z)

= lim
n—00 £ n
7=0
n—1 ;
_ . n(®’(x))
ookl T
]:



Laut der Voraussetzung ist p(®) — p € Z und nach den obigen Schritten und der Tatsache,
dass |n| < 1, gilt
’(2))]

n—l,n(i
(I) J— < 'm —_
|F( ) p|-—-gl E - n
]_—

< 1.

Also p(®) = p. Daher folgt
n—1 ;
Y
lim Z M =0 und daher minn < 0 < maxn.
n—00 o n
J

Da 7 stetig ist und S! zusammenhiingend, existiert den gewiinschten Punkt z, € S* mit
n(xg) = 0. O

2.1 Reelle analytische Funktionen

Es sei o eine positive reelle Zahl. Wir bezeichnen mit C%(S*, S1) die Menge der reellen ana-
lytischen orientierungstreuen Diffeomorphismen, die eine (einzige) beschréinkte holomorphe
Erweiterung auf dem Zylinder Z, := {z € (R/Z) x R | |Sz| < o} tragen. Das heifit, dass
die in definierte Funktion n Element der Vektorraum Funktionen die eine beschriank-
te holomorphe Erweiterung auf Z, tragen. Wir bezeichnen diesen Raum mit dem Symbol
C¥ = C¥(S',R) und wir schreiben 7 : Z, — C fiir die Erweiterung von 7. Die Holomor-
phie von 77 ist dann &quivalent zu der Existenz von einer beschrankten homolomorphen
Funktion ¢, : A, — C mit (,(e*™*) = 7j(z), wobei A, := {w € C | 2™ < |w| < €*™} ein
Kreisring um den Einheitskreis ist. Konkreter haben wir

i(z) =Y An)e™ . Gy(w) =Y H(n)uw". (2.2)

nel neZ

Wenn n € C¥, dann ist ¢ = R, +n € C¥(S',S!) genau dann, wenn n(x) € R und
n'(x) > —1 fiir alle x € S'. Die Erweiterung von ¢ ist gegeben als b= R, + 7. Aulerdem
¢! € C% fiir irgendwelche ¢’ > 0, da gz~5] z. fiir ein geniigend kleines e invertierbar ist.

Wir versehen C¥ mit der vollsténdigen Norm |n|, := sup,c,, |7(2)|. Das néchste Re-
sultat folgt nach dem Satz von Cauchy.

Hilfsatz 2.2. Es seienr’ <r < o und d :=r—r'". Dann existiert eine Konstante c(o) > 0,
sodass

c(0)|6]:
az
Daher, wenn 6,, = 0 in C¥, dann 6, — 0. in C%. O

voece, |0 < (2.3)

Wir sehen nun wie die Supremum-Norm auf dem Zylinder die Fourier-Koeffizienten
bestimmt und umgekehrt.

Hilfsatz 2.3. Es seir < o. Wenn 6 € C¥, dann

161]o.r := sup[0(n)]e>"" < |6],.
ne”

3



Beweis. Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Es sei nun n # 0. Da 0 holomorph ist, lassen sich

die Fourier-Koeffizienten fiir ein beliebiges r € (—s, s) durch die Formel

O(n) = / 0(z)e 2" d 2

berechnen. Wir nehmen s mit sn < 0, sodass

6(n)] < / 0(2)] - le™*™*|dz < |01 ﬁ Tz = (B e

QJz=s

Fiir |s| — r folgt die Aussage.

Hilfsatz 2.4. Es seien 1’ <r < o und v > 0 reelle Zahlen. Wir setzen d :=1r — 1.

q = (qn)nez C [0, +00) eine Folge reeller Zahlen mit

o 2m|n|r

ro- n 5

gl := sup gpe*™"" < 0o
nel

ist, haben wir dann die Abschdtzung
v 27|n|r’ C(V7 U)HqHT
éqn!n! e e e B

wobei ¢(v,0) > 0 eine Konstante ist.

Beweis. Wir rechnen

Zq |7’L|V 2m|n|r’ < ||q|| Zlnlu —27|n|(r—r') < 2||q|| Znu —27mnd

neL nez n>0

_ 2l
= I, (2
anay 2 T

O
Wenn

(2.4)

wobei I, : [0,00) — [0,00) durch I',(z) = 2”e~" gegeben ist. Diese Funktion ist monoton

wachsend fir x < v und monoton fallend fiir z > v. Wir haben 27nd < v fir n <

Daher 5= +1 < %. Wir rechnen

v
2nd”

S r@md) = 3 T,@mmd) + Y T,(2mnd) < ry(y)”g:;" + 271T v / I (@)da.

v
n20 nS3rq n>5ra

SchlieBlich gilt die gewiinschte Abschétzung mit

L, (v)(v+270) + [°T,(z)dx
(27T)”+1

c(v,o) =



Folgerung 2.5. Fs seien v <r <o mitd=1r—1" undv > 0. Wenn 6 : S' — R eine

Funktion mit
627r|n\r

1011, == sup |0(n)|—— < o0
nezZ |n|
ist, ist dann 6 Element von C% und existiert eine Konstante c¢(v,0) > 0 mit
c(v, 010l c(v,0)10|-
av+1 ’ av+2 ’

Beweis. Die obere Schranke fiir |6],» und |¢'|,» folgen unmittelbar aus (2.4) und die Ent-
wicklungen (siehe (12.2)))

0(z) = Z 0(n)e*™n?, 0'(z) = Z 2minf(n)e*™ ", O

neL neL

6l < 0], < (2.5)

2.2 Rotationszahle von Typ («, 7)

Wir messen nun wie schlecht eine Zahl w € S durch Rationalen approximierbar ist. Di-
richlet hat bewiesen, dass fiir alle w folgen (p,) C Z und (¢,) C N, g, — oo existieren
mit
Q@

w - _7

Gl gnl”

Wenn das Exponente 7 = 2 gréfler gewesen wére, wire auch die Anndherung besser

gewesen. Aber nicht alle Zahlen lassen sich mit einem gréfferen Exponente approximieren.
Eine Zahl w € S! ist von Typ (a, 7), wobei 7 > 2 und a > 0, wenn

‘p>i

<

) Pn a=1 17=2.

Vp € Z, g€ N,

Wir definieren 2, . die Menge solcher Zahlen und schreiben wir die Verenigung als

Q== Qar

al0

Wenn 7 > 2, ist die Menge €2, mit vollem Mafl und leerem Inneren. Andererseits besitzt
die Menge 25 null Mass, aber der beriithmte goldene Schnitt gehort zu €.

2.3 Aussage des Satzes von Arnold

Satz 2.6 (Arnold, 1961). Fir allea > 0, 7 > 2 und 0 < o’ < o gibt es eine Konstante
e(r,0',0) > 0 sodass, wenn ¢ € C¥(S', SY) mit |n|, < min{a, 1}e(r,0’,0), dann existiert
H e C%(S,SY), sodass

$oH =HoRyy. (2.6)

Spater hat Moser eine Version des Satzes von Arnold bewiesen, in der man ¢ €
Ck(SY, S1) mit |n|cx klein annimmt und H € C*"(St, SY) mit h = 333 (spiter h = 2)
bekommt. Auf dhnlicher Weise lasst sich der globale Satz von Herman auch fiir reelle
analytische Funktionen bewiesen lassen.



3 Der Beweis

Ab diesem Punkt betrachten wir eine feste Abbildung ¢ € C¥ mit ¢ = R,+n mit p = p(¢).
Unser Ziel ist nun den Satz von Arnold zu beweisen. Wir miissen namlich e(a, 7,0’ 0)
bestimmen, sodass wenn |n|, < €(a,7,0’,0), dann existiert H € C%/(S*, S') mit ¢ o H =
HoR,.

3.1 Die grobe Idee

Die Idee ist H als Limes einer Verkettung von unendlichen vielen Abbildungen zu schreiben.
Die Abbildungen werden auf kleineren und kleineren Z,, enthaltenden Zylindern definiert.
Also es sei (0,(0',0)) eine streng monoton fallende Folge mit oy = o, 0, — o’. Es seien
weiter (o', 0) und A, (o', 0) der Mittelpunkt und die Lénge des Intervalls 0,11, 0,,]. Wir
werden dann fiir jede n > 0 eine Abbildung G, € C (S, S*) konstruieren und definieren

H = lim H,, H,:=Gyo...0G,. (3.1)

n—oo

Es sei nun g, € C¥ | so dass G,, = id + g,. Wir verlangen, dass g, die folgenden Eigen-

Hn?
schaften besitzt:

(Z) Z ’g;llﬂn < 00,
n=0 (3.2)

A,
(i) € (0.1, V0 20, lgalu, < 0 It SA< L

Nach (i) gilt G, : Z,, — Z#ﬁ%n und existiert die Inverse G : Zﬂn_% — Z,,. Also H,

ist wohl definiert als Element von C} (S 1.S1). Entsprechend ergibt sich eine Folge

¢0 = ¢7 ¢n+1 = G;Ll o ¢n o Gn (33)

Wir schreiben ¢,, = R, + 1,. Wenn wir wissen fiir irgendwelche ny > 0, dass ¢,, € C’;"no

und |7, |g,, < An, /6, ergibt sich aus (3.3)), dass ¢,41 € Cgsr- Also verlangen wir auch

die Bedingung
A,
(ZZZ) Vn Z O, |77n|0n S F (34)

Hilfsatz 3.1. Wenn die Folgen (G,) und (¢,) den Bedingungen (i), (ii) und (iii) in
(3-2) und (3.4) geniigen, existiert der von (3.1)) definierte Limes H in C%(S*,S') und

¢poH=HoR, git.
Beweis. Da C% vollsténdig ist, geniigt es zu zeigen, dass

o
> |Hur — Holor < 0,

n=0



um die Existenz von H zu beweisen. Erstens haben wir nach der Kettenregel

n

n n
e = TT1G51 < L0+ b < TT el = ol < 250t
§=0 §=0

Dann nach dem Mittelwertsatz

o0 ! -
Z | Hpi _Hnlun+1 = Z |Hy 0 Gy _Hn|un+1 < Z |H7{L|Mn|gn+1|ﬂn+1 < e2i=093ln; 6

Nach der Definition von ¢, in haben wir
poH,=H,o¢,.
Die linke Seite konvergiert gegen ¢ o H nach dem Mittelwertsatz, da
(60 H—d0 Hyly < || |H — Hylor
Die rechte Seite konvergiert gegen H o R, auch nach dem Mittelwertsatz, da

|Hn © ¢n+1 —Ho Rp’g/ S ’Hn ° ¢n+1 - HTL o RP|O'/ + ‘Hn ¢ Rp —Ho Rp|o'/
S |H7/1|,un|77n+1|0n+1 _|_ |Hn - H|o—/
< 62?10 195111 |77"+1|0n+1 + |Hn _ H|U/

SchlieBlich ist die Abbildung H : S' — S! invertierbar, da

H' |, = H Gl > H 1 - |gl]r) > H eIl = X0 =Nl lor > =) 50 lgjlu;

Nach (2.3) konvergiert H' — H' piinktlich. Daher gilt |[H'|,» > e~ “M2>=0l%l > 0 und H
ist ein Diffeomorphism. O

3.2 Die induktive Definition der Folgen

Wir werden nun die Folgen ¢,, und H,, (dquivalent 7, und g,) induktiv finden. Wir setzen
¢®o = ¢ und definieren g, aus 7, und 7, aus g, und ¢,. Fiir die zweite Definition setzen
wir wie im letzten Abschnitt

an—i—l = Ggl o qbn o Gn7 ¢0 = ¢ (35)
Fiir die erste Definition schreiben wir zuerst die Gleichung (2.6 explizit als

v+h@)+p+nx+h@)=z+p+h(z+p), VzeS



Wir erreichen die dquivalente Bedingung
h(z + p) — h(z) = n(z + h(x)), Vze S (3.6)

die eine nicht-lineare Gleichung in der Unbekannten h ist. Wenn wir nach einer kleinen
Losung h suchen, sehen wir, dass man (3.6)) durch die lineare Gleichung

Wz + p) = h(z) = n(z) —7(0) (3.7)

approximieren kann, wobei wir den Term 7(0) von der rechten Seite abgezogen haben, da
die linke Seite verschwindendes Mittel besitzt. Also definieren wir go als die Losung in C};)
von mit 7 = no. Allgemein definieren wir g, als die Losung in C}; von mit
17 = Np. Also

9n(T + p) = gn(@) = 1 () — 7 (0). (3.8)

Wir sehen in iibernéchsten Abschnitt, dass eine solche Funktion g,, existiert. Als Vorberei-
tung zeigen wir im néichsten Abschnitt, welche Abschéitzungen wir bekommen, wenn wir
einen generischen Schritt der Induktion nehmen.

4 Die Losung der linearen Gleichung

Es seien 0/ < s’ < s < ¢ mit m und d der Mittelpunkt und die Lénge von [¢',s]. Wir
betrachten nun eine Funktion £ € C¥. Es sei 7y eine Losung von

y(x + p) = (@) = €(x) = £(0). (4.1)
Wenn wir die Fourier-Koeffizienten von beiden Seiten nehmen, finden wir fiir n # 0
Tin, N ~ ~ é n
(@ ) = ). = ) =
AuBerdem nehmen wir 4(0) = 0, also
_ é(n) 2winT
n#0

Die Funktion v nimmt reelle Werte, da fiir alle n € Z

- £(n §(—n .

W=l = SO ()

e2rinp _ 1 e2mi(=n)p — 1

Wir moéchten nun die Fourier-Koeffizienten von + abschétzen und aus dieser Abschéitzung
auch die Norm |7|,, beschriinken. Zu diesem Zweck miissen wir die Grofe der Zahlen &(n)
und (e?™™ — 1)~ bestimmen. Fiir die Ersten benutzen wir Hilfsatz 2.3 Fiir die Zweiten
spielt der Typ von p eine entscheidende Rolle.
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Hilfsatz 4.1. Es gibt eine Konstante c(a, 7) > 0, sodass fir alle p € Qu, und n # 0 gilt

1 |n|7—71
|e2mine — 1| — 4o

(4.3)
Beweis. Wir wéhlen m € Z, sodass np € (m,m + 1) Es sei angenommen, dass np €
(m,m + 3) (der Fall np € (m + 4, m + 1) ist dhnlich). Dann

4o

|27 1| = |2 | = 2| sin(w(np — m))| > 2-2np —m| > ——— Tl
da |sin(mx)| > 2|z| fiir x € [-1/2,1/2] und p € Q, . O

Wir kommen nun zu der gewiinschten Abschétzung.

Hilfsatz 4.2. FEs gibt eine Konstante c¢(1,0) > 0, sodass die Losung ~y der linearen Glei-
chung (4.1) den Abschditzungen

geniigt. Insbesondere

adT+1

€]s < W

d 1
= |7|m§ 67 |7/|m§ 67 [:= 1d+7607‘;;(51a31)

Beweis. Aus die Entwicklung (4.2)) und die Hilfsdtze , und haben wir

) < 2 g e

Also gilt [|Y|lrro1 < % und nach der Folgerung

27e(r —1,0) €] < 2er —1,0) [¢]s

/
m O]
dr 4o’ Yl < dr+1 dac”

V] <

Hilfsatz 4.3. Es sei angenommen, dass Z := R, + £ € C¥(S',S") mit p(E) = p. Es
existiert eine Konstante ¢(1,0) > 0 mit der folgenden Eigenschaft: Wenn

d ad™! c(r,0), 5 D
< ad 4+ 4T <2 4.4
o <min{G, gt gl < g (44)
dann 2y :=T"1oZ ol € C¥(S', S') und
c(1,0)
‘€1|5/ S OédT+2 ‘€|z7 (45)

wobei & € CY durch =1 = R, + & definiert ist.
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Beweis. Wir wissen nach (4.4) und Hilfsatz 4.2 dass
F:ZS/—>ZS,+d, E:ZS,+¢—>Zm_d rt.z d = L.
6 6

6 m—

6
Daher ist Z; € C%(S?, S'). Wie in (3.6)) schreiben wir die Gleichung

Zol(z) =T o0Z(2), VzeZy (4.6)
als eine Gleichung fiir & (z). Die Identitét ({.6) ist ndhmlich dquivalent zu

2+3(2) Hptéi(z)  zhptéa(2)
~ = —~ = ~

L(2) +p+&(z+7(2) = Zi(2) +7(5(2)).
Es ergibt also die Gleichung
E1(2) = 3(2) + E(z +7(2)) = Az + p+ &a(2))

Wir ersetzen 5(z) mit dem Ausdruck 7(z) = 5(z 4 p) 4+ £(0) — £(z), der aus die Gleichung
(4.1)) fiir die Erweiterungen gewinnen und bekommen schliellich

§(2) =€) + (€ +3(2) =€) + (3 +p) =i +p+E(). (47)
Wir nehmen den Betrag und benutzen die Dreiecksungleichung:
1(2)] < O]+ €z +7(2) = E@)| + [3(z + p) = A=+ p + &(2))]. (4.8)

Wir schatzen den zweiten und dritten Summand auf der rechten Seite mittels des Mittel-
wertsatzes. Fiir den zweiten Summand benutzen wir den Hilfsatz [2.3] die Folgerung [2.5
und den Hilfsatz [4.2}

- ~ ~ 0(07 U) C(T7 0) 0(07 U)C(Ta 0_) 2
|§(Z+7(2)) _5(2)‘ S |§/|s’+g|7|5, S d2 |£|5 OZdT |£|5 = ad7+2 |€|S
Fiir den dritten Summand benutzen wir Hilfsatz
oy X c 6 s’
(2 +p) = Az + p+&(2)] < [ ]gpaléals < | g' '
Wir setzen diese Abschétzung in (4.8)) ein:
- 6/ ¢ C(O7 U)C<T> 0) 2
< = _ ) .
&) < 2 (0] + T=m 7 1el?) (4.9)

Die Abschitzung von |£(0)| erfolgt in zwei Schritten. Erstmal |£(0)] < [¢],, da £(0) das
Mittel von & auf S' ist. Nach der zweiten Ungleichung in folgt |&(2)| < 1. Also
konnen wir Hilfsatz benutzen und ein z, € S! finden, sodass & (zo) = 0. Wenn wir
Z = xo in einsetzen, bekommen wir

0= £(0) + (§(wo +(x0)) = §(av) ).

Daher (0.0)c(r.0)
. , c(0,0)c(T,0), 9
€O < [€'alo < Wlé\s-
Wir setzen diese Ungleichung in (4.9)) ein und wir sind fertig. ]
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5 Das Ende des Beweises

Es seien nun 7, und g, die Folgen, die wir in (3.5) und (3.8) definiert haben. Um 7, € C%,
und g, € €} zu haben, muss nach Hilfsatz

A, aATH c(r,0) 5
v >07 nlo < I {_n’ - }a nlo : n2 <= 5.1
gelten. Wenn das wahrgeleistet wiirde, hatten wir auch
c(r,0) A, , o(r,0) 1
n n|o S ) S n|o S - 5.2

Auf dieser Weise werden auch die Bedingungen (i¢) und (zi¢) im Abschnitt 3.1 erfiillt. Um
die Abschétzung (|5.1) zu erhalten, wollen wir, dass die Folge |1,|,, sehr schnell gegen 0
konvergiert. Das wird von der Ungleichung

c(r,0)
|nn+1|0n+1 < al +2|77n|c2rn7 (53)

die auch aus Hilfsatz folgt, gesichert. Was entscheidend an dieser Ungleichung ist, ist,
dass das Quadrat von |7,],, erscheint. Wenn der Koeffiziente ;X;?Q nicht von n abhangen
wiirde und |ngls, < 1, wiirde dann folgen, dass |1,4],, < (|70]se)?  und die Konvergenz
gegen null sehr schnell ist. In unserem Fall aber geht die : ATiiQ gegen unendlich denn die
Lange A,, der Intervalle konvergiert gegen null. Wir {iberwinden dieses Hindernis, indem
wir die Folge (o,,) geschickt wéhlen. Was wichtig in dem Argument wird, ist dass A,, nicht
zu schnell gegen 0 konvergiert. Das heifit, wir nehmen an, dass es eine positive Konstante

B(o’,0) gibt mit

A,
(iv) Yn>0, 1< < 8. (5.4)
n+1
Man kann zum Beispiel § > 1 beliebig wihlen und dann A, := (1 — o'/o)(1 — 1)~
nehmen. Die quadratische Konvergenz wird dann aus den néchsten abstrakten Hilfsatz
folgen, wobei der untere Schranke in (iv) dort nicht notig ist.

Hilfsatz 5.1. Es seien b,c_,c+ drei positive Zahlen mit c— < bcy. Fs seien q_,q. zwel
nicht negativer Zahlen mit qp < c%q%. Dann

2
M (MY
Cy Cc_

Beweis. Die Aussage unmittelbar aus

bgs _ bg* _ (bq_—>26_— < (bq_—>2.1. ]

c+ ~ C_Ct




Beweis des Satzes von Arnold. Wir definieren
No(o',0) AFTH o, o)

AT+2<O./ O')
/ — . / 0 )
o) = min | SR Sy W) ey )
Hier y(7,0’,0) ist die einzige positive Losung von
c(r,o) o 5
+ =
YT Ay 7%

Es sei nun angenommen, dass |n|, < min{«, 1}e(7,0’,0). Wir zeigen durch vollstdndige
Induktion, dass 7, ein wohldefiniertes Element von Cf ist, dass (5.1 gilt und dass die
Folge

L |77n’0n
(an) := (ﬁ AT+2>
monoton fallend und stets kleiner als 1 ist. Der Induktionsanfang folgt aus der Definition

von €(7,0',0). Es sei nun angenommen, dass 7, € Cy , dass (5.1)) fiir n wahr ist und dass
(ak) monoton fallend bis k = n und kleiner als 1 ist. Nach Hilfsatz {4.3|ist 7,1 € Cy | und

gllt Wenn wir Hilfsatz 5.1} E mit ¢ = [Mulon, ¢4+ = |Mnt1]on,, und co = AT /e(1,0),
c; = ATt9/ce(r,0) benutzen, leiten wir aus Bedingung (iv), dass

Ant1 < an.

Da a, < 1 sehen wir, dass a,,1 < a, < 1. Da die Folge (A,) monoton fallend nach (iv)
und (a;) monoton fallend bis k = n + 1 ist, folgt es dass auch die Folgen

k|0 71| |7k |o
<|77k"0'k)? <A—kk>7 <A71;+11€>7 (AZ+§>
monoton fallend bis & = n 4 1 sind. Daher ist (5.1)) auch fiir n + 1 erfiillt. Der Induktions-

chritt ist somit gezeigt. Um den Satz von Arnold zu beweisen, fehlt nur die Bedingung (4)
Zu zeigen:

/ o(7,0) o(7,0) 5~ o ) Inlo_
Z |gn|“n = Z aArt o < a Z AT+2 An o Ar+2 ZA
n>0 n>0 n>0 n>0
_ dr,0) Inle :
- Qa Az)——i,-Q (0- g )?
wobei wir (5.2)) und die Monotonie von (|n,|,, /Ar™?) benutzt haben. O
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